Géométrie algébrique/ Algebraic geometry. 

Corps quadratiques dont le 5-rang du groupe des classes est > 3. 
Jean- François Mestre. 

Résumé.- Nous prouvons qu'il existe une infinité de corps quadratiques 
réels (resp. imaginaires) dont le 5-rang du groupe des classes d'idéaux est > 3. 

-V.-, Quadratic fields whose 5-rank is > 3. 

Q>^ • Abstract.- We prove the existence of infinitely many real and imaginary 

On . fields whose 5-rank of the class group is > 3. 

^ I Soient K un corps de nombres, Cl K le groupe des classes d'idéaux de K, 

et p un nombre premier. Par définition, le p-rang du groupe des classes de K 
est la dimension de Cl K/pCl K sur F p. 

Nous démontrons ici le théorème suivant: 

>' 
^O ' Théorème 1 // existe une infinité de corps quadratiques réels (resp. imagi- 

3^ ■ naires) dont le 5-rang du groupe des classes est > 3. 

f^ ■ L'idée de la démonstration est la suivante: soit E une courbe elliptique 

C^ , définie sur Q, munie d'un point P d'ordre 5 rationnel sur Q; si F est la courbe 

quotient E/ < P >, notons <j) : E ^> F l'isogénie canonique de E sur F. 

Le lemme suivant, conséquence de et du lemme 3 de [^, m'a été indiqué 
O . par M. Raynaud: 



^ 



o\ 



Lemme.- Supposons E semi-stable en tout nombre premier p; soient K un 
corps quadratique, et Ok son anneau d'entiers. Si £ (resp. T) est le modèle de 
Néron de E (resp. F) sur Ok, on a une suite exacte (de schémas en groupes 
sur Ok): 
>■ ^ Z/5Z ^£^T' ^Q, 
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^ 



où T' est un sous-schéma en groupes ouvert de T contenant la composante 



C^ ' neutre J^ de T . 



Par suite, l'image réciproque par ci) de tout point de T'{Ok) engendre une 
extension abélienne non ramifiée de degré divisant h àe K. 
Soit 

y^ -I- a\xy -|- a^y = x^ -|- 022;^ -|- 04^ -|- ae 

une équation minimale de Weierstrass de F sur Z. Soit Q = (2;, y) un point 
de F tel que x € Q; Q est alors rationnel sur le corps K = Q{y). Notons 
S l'ensemble fini des nombres premiers p tels que le nombre de composantes 
connexes de la fibre en p du modèle de Néron de F sur Z est divisible par 5. 
Supposons que, pour tout nombre premier p G S, Q ne se réduise pas modp 
en le point singulier de F,-p . Alors le point Q se prolonge en un point de 
^'{Ok)- Par suite, si L = K{(f)~^{Q)), L est une extension non ramifiée de 
K. Le théorème d'irréductibilité de Hilbert permet de montrer que, pour une 
infinité de tels x G Q, L/K est de degré 5 (En fait, comme on le verra plus 
loin, on peut donner des critères effectifs de congruence modulo des nombres 
premiers convenables pour assurer que L/K est de degré 5.) 



Nous construisons dans la section suivante une courbe X, définie sur Q, 
possédant les propriétés suivantes: 

i) Il existe un revêtement ip de degré 2 de X sur la droite projective. 

ii) Pour 1 < z < 3, il existe une courbe elliptique Ei, semi-stable sur Z, 
possédant un point Q-rationnel Pi, et un revêtement abélien Tj de groupe de 
Galois (Z/2Z)2 de X sur la courbe Fi = Ei/ < Pi >. 

Notons (j)i le morphisme canonique de Ei sur Fi. Nous montrons ensuite 
que, pour une infinité de nombres rationnels x, si K = Q{^p~^{x)), les trois 
extensions Li = K{(j)^^{Ti{^p~^{x)))) de K sont abéliennes de degré 5, non 
ramifiées et indépendantes (i.e. les éléments de Hom(Cl K, Z/5Z) dont elles 
proviennent sont indépendants), ce qui prouve le théorème. 

Remarque.- Soit E une courbe elliptique définie sur Q, munie d'un point 
rationnel P d'ordre n, n entier > 1. Soit F la courbe quotient E/ < P >, 
(f) : E —f F le morphisme canonique, et y^ = f{x) un modèle de Weierstrass de 
F. Soit X £ Q, et Q l'un des deux points de F d'abscisse x. Si K = Q(\//(x)), 
le théorème de Chevalley-Weil permet de montrer que, dès que la valuation 
de X est suffisamment négative en chaque nombre premier où E a mauvaise 
réduction, l'extension K {(l)~^ (Q)) / K est non ramifiée. L'hypothèse "-E semi- 
stable" n'est donc pas nécessaire. Néanmoins, dans le cas où elle n'est pas 
vérifiée, les conditions de congruence sur x sont plus délicates à déterminer. 

1 Construction de la courbe X 

1.1 Construction de E" et F 

La courbe modulaire Xi(lO), classifiant les courbes elliptiques munies d'un 
point d'ordre 10, est de genre 0, et a été paramétrée par Kubert ||^]: il construit 
une courbe elliptique E rationnelle sur Q(/), où / est un paramètre, possédant 
un point Pq d'ordre 10 rationnel sur Q(/). 

Si l'on pose / = (n + l)/2, et après un changement de variables, on trouve 
comme équation de E: 

y2 = (a;2 _ ^(^2 _^ ^ _ l))(83.^2 _^ ^^2 _^ ^^)(^^4 _ 2^3 _ g^2 ^ 2u + 1)). 

Le pomt Pq a ordre 10 est le pomt d abscisse — -^^ g-jj^ — -. 

Les formules de Velu Q permettent alors d'obtenir une équation de la courbe 
F quotient de E par le groupe d'ordre 5 engendré par 2Pq; une équation de F 
est donnée par y^ = Qu {x) , où 

gu{x) = {x^-u{u^+u-l))hu{x) et hu{x) = 8{u'^+u-lfx+{u'^+l){u^+22u^-6u^-22u+l). 

De plus, si u G Q, la condition n = ±1 modS assure que les courbes E et 
F sont semi-stables sur Z. 



1.2 


Construction de X 


Si 






Ui = 1 




< U2 = ■ 




U3 = - 



-(t2 + 3t + l)/(t2+t + l), 

-{f-t-l)/{t^+t + l) 

on a 

ni(îii + Ui - 1) = U2{u\ +U2-1) = u^{u\ + «3 - !)• 

La courbe X, définie sur Q(t), normalisée de la courbe d'équations 

= S'alla;), 

--9uÀx) 

est de genre 5. L'application 4> : {x,yi,y2,y3) ^ {x,v = yi/y2,w = yi/ys) de 
X sur la courbe C de genre et d'équations 

huiix) = v^hu^ix) = v?hus{x) 

est de degré 2; les quatre points de C de coordonnées (x, v, w) = (oo, ±^2/^1, ±^3/^1) 
sont rationnels sur Q(t) et sont des points de ramification de 0, donc C est Q(t)- 
isomorphe à la droite projective, et X est hyperelliptique, revêtement double 
de la droite projective, et possède quatre points de Weierstrass rationnels sur 
Q(t). ^ 

Spécialisons en t = 4 les formules de la section précédente. On trouve 
ui = 19/21, U2 = -29/21 et U3 = -11/21. Les courbes Ei et Fj, pour 1 < i < 3, 
sont donc semi-stables sur Z. 

Une paramétrisation de la courbe C est donnée par 

29 53719189282^2 + 26766692861 



w 



19 53719189282^2 - 283246634396z - 26766692861 ' 
11 53719189282^2 + 26766692861 
" Ï9 53719189282^2 + 20305766998z - 26766692861 ' 

C4,Z^ + C^Z^ + C22:2 + ClZ + Cq 

5167944494559(4883562662z +922989409)(llz - 29)z' 



avec 



Co = 343898806423252015354080, ci = -411804539876837130626339, 
C2 = -642297925780193483509181, C3 = 826467660375890872281118, 
C4 = 1385160622615364964251520. 

On obtient alors une équation hyperelliptique de X en substituant la fraction 
rationnelle x{z) ci-dessus dans, par exemple, l'équation de £^1, à savoir 

y2 = 42(44876601x - 133597561)(9261x2 - 6061). 

A toute valeur rationnelle de z distincte des pôles de x{z), on associe ainsi le 
corps K = Q(y). 



1.3 Conditions sur z pour que le 5-rang de Cl K soit > 3 

Si p est un nombre premier, notons v^ la valuation p-adique. Le calcul montre 
qu'un point de F\(K) (resp. F2(K~)^ resp. Fj,(Ky) se prolonge à Too' {Ok) (resp. 
Tç^(Ok)^ resp. J^^'{Ok)) si et seulement si son abscisse x vérifie fii(x) < 
—2, f29(a;) < —2 et X ^ 77 mod419 (resp. t'ii(x) < —2, fi9(x) < —2, x ^ 
677 mod709, resp. viq{x) < —2, ^29(2^) < —2, x ^ 36 modl51). Si 

z = modll.19.29 et z^±86mod419, (1) 

les conditions de congruence ci-dessus sont remplies, et les points correspon- 
dants de Fi{K), i = 1,2,3, se prolongent en des points de F[{Ok)- 
De plus, soit II = 163, I2 = 701 et ^3 = 1277; supposons 

z = 1 mod/1/2/3. (2) 

Alors: 

i) Les idéaux (/j), i = 1,2, 3, se décomposent chacun dans K en deux idéaux 

ii) "Poo (resp. V,= , resp. V^) est décomposé (resp. décomposé, resp. inerte) 
dans Li, 

iii) Voo (resp. "Pg, resp. V^) est inerte (resp. décomposé, resp. décomposé) 
dans L2, 

iv) Voo (resp. Vç, resp. V^) est décomposé (resp. inerte, resp. décomposé) 
dans L3. 

Ceci assure que les extensions Lj, i = 1,2,3, sont indépendantes. 

Par suite, dès que z vérifie les congruences (1) et (2) ci-dessus, le 5-rang du 
groupe des classes de K est > 3. 

Le fait que, lorsque z parcourt une infinité de valeurs rationnelles, on obtient 
une infinité de corps quadratiques K provient par exemple du théorème de 
Faltings (la courbe X, étant de genre > 1, n'a qu'un nombre fini de points 
rationnels dans un corps K fixé.) 

De plus, comme X a trois points de Weierstrass rationnels, donc réels, on 
obtient ainsi une infinité de corps quadratiques réels (resp. imaginaires) dont 
le 5-rang du groupe des classes est > 3. Par exemple, si z est > (resp. < 0) 
et suffisamment proche de (pour la topologie usuelle), K est quadratique 
imaginaire (resp. réel). 

Références 

[1] D.S. Kubert. Universal bounds on the torsion of elliptic curves. Proc. 
London Math. Soc. (3), 33, p. 193-237, 1976. 

[2] M. Raynaud. Schémas en groupes de type {p, . . . ,p). Bull. S. M. F., 102, p. 
241-280, 1974. 

[3] M. Raynaud. Jacobienne des courbes modulaires et opérateurs de Hecke. 
Dans: Courbes modulaires et courbes de Shimura, Astérisque, 196-197, p. 
9-25, 1991. 



[4] J. Velu. Isogénies entre courbes elliptiques. C. R. Acad. Se. Paris, 273, p. 
238-241, 1971. 



